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Sphère conductrice dans un champ uniforme

Introduction

Thème: 

On utilise Maple 
pour représenter graphiquement des équipotentielles 
et les champs correspondants 
dans un problème classique d'électrostatique.

Pour éviter l'appel aux instructions utilisant les coordonnées sphériques, 
on a fait le choix des coordonnées cartésiennes dans tout le travail.

Enfin, on a fait, bien que le problème soit plan, 
le choix de représentations en 3d 
plus rapides à tracer que les représentations 2d

Programme
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Champ uniforme
> restart;
> with (plots):
Warning, the name changecoords has been redefined

Des constantes pour la suite

Côté du domaine carré étudié:

> L:=1;
 := L 1

Fenêtre de tracé dans le plan xy pour le potentiel

> FENETRE_POTENTIEL:=(x=-L/2..L/2,y=-L/2..L/2);

 := FENETRE_POTENTIEL , =  x  .. -1
2

1
2  =  y  .. -1

2
1
2

Volume de tracé en z quasinul  pour le champ. On place cette zone au dessus du tracé du potentiel d'où le 
Vmax correspondant à la valeur numérique de Vmax sur le tracé du potentiel.

> FENETRE_CHAMP:=(x=-L/2..L/2,y=-L/2..L/2,z=Vmax..Vmax+0.01);

 := FENETRE_CHAMP , , =  x  .. -1
2

1
2  =  y  .. -1

2
1
2  =  z  .. Vmax  +  Vmax .01

Le maillage du domaine étudié dans le plan xy correspond à un réseau de N*N nœuds régulièrement 
répartis.
La valeur de N est différente pour le potentiel et pour le champ.

> Np:=100; Nc:=20;
 := Np 100

 := Nc 20

Grille de calcul dans le plan xOy pour le potentiel:

> GRILLE_POTENTIEL:=(grid=[Np,Np]);
 := GRILLE_POTENTIEL  =  grid [ ],100 100

Grille de calcul dans le plan z=0 pour le champ:

> GRILLE_CHAMP:=(grid=[Nc,Nc,2]);
 := GRILLE_CHAMP  =  grid [ ], ,20 20 2
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Nombre de lignes équipotentielles dessinées:

> NBRE_EQUIP:=(contours=11);
 := NBRE_EQUIP  =  contours 11

Expressions du champ et du potentiel

Le champ étudié est uniforme selon uz. 
On a vecteur(E)= E0 vecteur(ux).

On part ici de l'expression du potentiel 
pour retrouver le champ.

On introduit le potentiel sous forme d'une fonction de x, y. 

> V:=(x,y)-> -x;
 := V  →  ( ),x y − x

On obtient le champ 

> Ex:=(x,y)->-diff(V(x,y),x);Ex(x,y);
 := Ex  →  ( ),x y − ( )diff ,( )V ,x y x

1

> Ey:=(x,y)->-diff(V(x,y),y);Ey(x,y);
 := Ey  →  ( ),x y − ( )diff ,( )V ,x y y

0

Tracé du potentiel

On va tracer le potentiel dans le plan xOy 

On trace donc ce potentiel en 3D 
On représente donc V en fonction de x et z

> plot3d( V(x,y) ,FENETRE_POTENTIEL,GRILLE_POTENTIEL,axes=boxed);
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Remarquer que sur 1 (unité de longueur) selon z, le potentiel décroit donc de 1 (unité de potentiel)

En cliquant avec la souris sur le dessin, on peut faire tourner la représentation.
On voit d'ailleurs dans le coin en haut à gauche de l'écran les valeurs de theta et phi qui se modifient
On détermine  les angles pour que x soit horizontal croissant vers la droite, y vertical vers le haut.

Nouveau graphe, en ajoutant une option qui impose l'orientation:

> plot3d( V(x,y) ,FENETRE_POTENTIEL,GRILLE_POTENTIEL,axes=boxed,orientation=[-90,0]);
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Avec le menu contextuel (bouton droit de la souris) , on essaye d'autres styles ou couleurs pour mieux voir 
en couleur le potentiel. 
Il faudrait que ce soit le potentiel ( en Z ici ) qui soit la source de couleur. 
Il faudrait aussi des contours au niveau des équipotentielles...

 
Les potentiels élevés sont en rouge et les petits en violet.

> A:=plot3d(V(x,y),FENETRE_POTENTIEL,GRILLE_POTENTIEL,axes=BOXED,orientation=[-
90,0],style=PATCHCONTOUR,NBRE_EQUIP,shading=ZHUE,scaling=CONSTRAINED):A; 

Le tracé est rapide.

Tracé du champ
> Vmax:=0.5;B:=fieldplot3d([Ex(x,y),Ey(x,y),0],FENETRE_CHAMP,GRILLE_CHAMP, 
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arrows=THICK,axes=BOXED,color=BLACK,orientation=[-90,0],scaling=CONSTRAINED):B;
 := Vmax .5

Tracé du champ et du potentiel
> display([A,B]);

6/21



GP

Champ non uniforme
> restart;with(plots):
Warning, the name changecoords has been redefined

On fait le tracé du potentiel et du champ 
pour un champ non uniforme. 

> L:=1;FENETRE_POTENTIEL:=(x=-L/2..L/2,y=-L/2..L/2);FENETRE_CHAMP:=(x=-L/2..L/2,y=-
L/2..L/2,z=Vmax..Vmax+0.01);Np:=100; 
Nc:=20;GRILLE_POTENTIEL:=(grid=[Np,Np]);GRILLE_CHAMP:=(grid=[Nc,Nc,2]);NBRE_EQUIP:=(contour
s=11);Vmax:=0.5;

 := L 1

 := FENETRE_POTENTIEL , =  x  .. -1
2

1
2  =  y  .. -1

2
1
2

 := FENETRE_CHAMP , , =  x  .. -1
2

1
2  =  y  .. -1

2
1
2  =  z  .. Vmax  +  Vmax .01

 := Np 100

 := Nc 20

 := GRILLE_POTENTIEL  =  grid [ ],100 100

 := GRILLE_CHAMP  =  grid [ ], ,20 20 2

 := NBRE_EQUIP  =  contours 11

 := Vmax .5

> V:=(x,y)->1/2-4*x^2;
 := V  →  ( ),x y  −  

1
2 4 x2

> Ex:=(x,y)->-diff(V(x,y),x);Ex(x,y);Ey:=(x,y)->-diff(V(x,y),y);Ey(x,y);
 := Ex  →  ( ),x y − ( )diff ,( )V ,x y x

8 x

 := Ey  →  ( ),x y − ( )diff ,( )V ,x y y

0

> A:=plot3d(V(x,y),FENETRE_POTENTIEL,GRILLE_POTENTIEL,axes=BOXED,orientation=[-
90,0],style=PATCHCONTOUR,NBRE_EQUIP,shading=ZHUE,scaling=CONSTRAINED):A;  
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> B:=fieldplot3d([Ex(x,y),Ey(x,y),0],FENETRE_CHAMP,GRILLE_CHAMP, 
arrows=THICK,axes=BOXED,color=BLACK,orientation=[-90,0],scaling=CONSTRAINED):B;

> display([B,A]);

8/21



GP

9/21



GP

Dipôle
> restart; with(plots):

Warning, the name changecoords has been redefined

Les tracés sont ici plus complexes.

> L:=1;FENETRE_POTENTIEL:=(x=-L/2..L/2,y=-L/2..L/2);FENETRE_CHAMP:=(x=-L/2..L/2,y=-
L/2..L/2,z=Vmax..Vmax+0.01);Np:=100; 
Nc:=20;GRILLE_POTENTIEL:=(grid=[Np,Np]);GRILLE_CHAMP:=(grid=[Nc,Nc,2]);NBRE_EQUIP:=(contour
s=11);Vmax:=0.5;

 := L 1

 := FENETRE_POTENTIEL , =  x  .. -1
2

1
2  =  y  .. -1

2
1
2

 := FENETRE_CHAMP , , =  x  .. -1
2

1
2  =  y  .. -1

2
1
2  =  z  .. Vmax  +  Vmax .01

 := Np 100

 := Nc 20

 := GRILLE_POTENTIEL  =  grid [ ],100 100

 := GRILLE_CHAMP  =  grid [ ], ,20 20 2

 := NBRE_EQUIP  =  contours 11

 := Vmax .5

On s'intéresse ici au dipôle.
La difficulté est dans le fait que le dipôle est étudié généralement en coordonnées sphériques.

Attention l'axe noté x ici correspondra à l'axe z_sphérique souvent introduit en coordonnées sphériques.
on continue à travailler dans le plan xy donc z_cartésienne =0

On rappelle l'expression du potentiel pour le dipôle en sphériques
Pour l'angle nécessaire: écrire theta
On a aussi besoin de : epsilon0

> V:= p*cos(theta)/(4*Pi*epsilon0*r^2) ;
 := V 1

4
p ( )cos θ

π ε 0 r2

On désigne toutes les constantes par beta
Réécrire l'expression de V en fonction de beta, cos(theta), r
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> V:=beta*  cos(theta)/r^2;
 := V β ( )cos θ

r2

On écrit ici la fonction donnant V en cartésiennes.
Il faut remplacer cos(theta) et r par du x, du y (z=0).

> V:=(x,y)->beta*  x/   (x^2+y^2)^(3/2) ;
 := V  →  ( ),x y β x

( ) +  x2 y2 ( )/3 2

On prendra beta=0.008;

> beta:=0.008;
 := β .008

> Ex:=(x,y)->-diff(V(x,y),x);Ex(x,y);Ey:=(x,y)->-diff(V(x,y),y);Ey(x,y);
 := Ex  →  ( ),x y − ( )diff ,( )V ,x y x

−  +  .008 1

( ) +  x2 y2 ( )/3 2
.024 x2

( ) +  x2 y2 ( )/5 2

 := Ey  →  ( ),x y − ( )diff ,( )V ,x y y

.024 x y

( ) +  x2 y2 ( )/5 2

> 
A:=plot3d(V(x,y),FENETRE_POTENTIEL,GRILLE_POTENTIEL,axes=BOXED,style=PATCHCONTOUR,NB
RE_EQUIP,shading=ZHUE):A;
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 Il faut recommencer en ajoutant l'option: view=-0,5..0,5
qui permet de tronquer le graphe selon Z (c'est à dire V)  puisque il y a ici de l'infini.

> A:=plot3d(V(x,y),FENETRE_POTENTIEL,GRILLE_POTENTIEL,axes=BOXED,orientation=[-
90,0],style=PATCHCONTOUR,NBRE_EQUIP,shading=ZHUE,scaling=CONSTRAINED,view=-0.5..0.5):A;  

> B:=fieldplot3d([Ex(x,y),Ey(x,y),0],FENETRE_CHAMP,GRILLE_CHAMP, 
arrows=THICK,axes=BOXED,color=BLACK,orientation=[-90,0],scaling=CONSTRAINED):B;
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On constate que les vecteurs champ deviennent très vite très petits de sorte que l'on ne voit plus rien. 
On décide alors de renoncer à l'information grandeur du champ 
et au lieu de représenter le champ, on représente le vecteur unitaire associé 
de coordonnées u et v qui donnera direction et sens uniquement. 
On choisit aussi pour arrows l'option SLIM au lieu de THICK

> u:=(x,y)->Ex(x,y)/(Ex(x,y)^2+Ey(x,y)^2)^(1/2);v:=(x,y)->Ey(x,y)/(Ex(x,y)^2+Ey(x,y)^2)^(1/2);
 := u  →  ( ),x y ( )Ex ,x y

 +  ( )Ex ,x y 2 ( )Ey ,x y 2

 := v  →  ( ),x y ( )Ey ,x y
 +  ( )Ex ,x y 2 ( )Ey ,x y 2

> B:=fieldplot3d([u(x,y),v(x,y),0],FENETRE_CHAMP,GRILLE_CHAMP, 
arrows=SLIM,axes=BOXED,color=BLACK,orientation=[-90,0],scaling=CONSTRAINED):B;

> display([A,B]);
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Sphère chargée en surface par une densité en cos(theta)
> restart;with(plots):
Warning, the name changecoords has been redefined

Prendre Vmax=0.2.

> L:=1;FENETRE_POTENTIEL:=(x=-L/2..L/2,y=-L/2..L/2);FENETRE_CHAMP:=(x=-L/2..L/2,y=-
L/2..L/2,z=Vmax..Vmax+0.01);Np:=100; 
Nc:=20;GRILLE_POTENTIEL:=(grid=[Np,Np]);GRILLE_CHAMP:=(grid=[Nc,Nc,2]);NBRE_EQUIP:=(contour
s=11);Vmax:=0.2;beta:=0.008;

 := L 1

 := FENETRE_POTENTIEL , =  x  .. -1
2

1
2  =  y  .. -1

2
1
2

 := FENETRE_CHAMP , , =  x  .. -1
2

1
2  =  y  .. -1

2
1
2  =  z  .. Vmax  +  Vmax .01

 := Np 100

 := Nc 20

 := GRILLE_POTENTIEL  =  grid [ ],100 100

 := GRILLE_CHAMP  =  grid [ ], ,20 20 2

 := NBRE_EQUIP  =  contours 11

 := Vmax .2

 := β .008

Dans ce cas, 
à l'intérieur de la sphère de rayon R, le champ est uniforme 
et à l'extérieur de la sphère, le champ est celui d'un dipôle
Le potentiel est continu sur le surface.

Le rayon à considérer pour la sphère vaut 0,2.

> R:=0.2;
 := R .2

Le graphe C (toujours en 3d) représente la sphère de rayon R 
(cercle correspondant à la projection sur le plan xy).
Ce dessin est placé, comme la représentation du champ au dessus du graphe 3d du potentiel

> 
C:=implicitplot3d(x^2+y^2=R^2,FENETRE_CHAMP,GRILLE_CHAMP,axes=BOXED,color=BLACK,orientatio
n=[-90,0],scaling=CONSTRAINED,thickness=3):C;
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Le potentiel ( on utilise piecewise ). Ici: si r>R c'est V extérieur sinon c'est V intérieur

> V:=(x,y)->piecewise( (x^2+y^2)>R^2,Vexterieur(x,y),Vinterieur(x,y));
 := V  →  ( ),x y ( )piecewise , , <  R2  +  x2 y2 ( )Vexterieur ,x y ( )Vinterieur ,x y

Pour Vinterieur, on prend le symétrique du champ uniforme étudié en première partie c'est  à dire x au lieu 
de -x
Pour Vexterieur, on prend le dipôle étudié en troisième partie
Il faudrait vérifier que sur le sphère les deux potentiels donnent la même valeur sur la sphère en considérant 
les valeurs numériques

> Vinterieur:=(x,y)-> x;
 := Vinterieur  →  ( ),x y x

> Vexterieur:=(x,y)->beta*  x/  ( x^2+y^2)^(3/2);
 := Vexterieur  →  ( ),x y β x

( ) +  x2 y2 ( )/3 2

> A:=plot3d(V(x,y),FENETRE_POTENTIEL,GRILLE_POTENTIEL,axes=BOXED,orientation=[-
90,0],style=PATCHCONTOUR,NBRE_EQUIP,shading=ZHUE,scaling=CONSTRAINED):display([A,C]);  
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On peut toujours faire tourner la figure pour mieux visualiser le potentiel en 3d.

La représentation du vecteur unitaire associé au champ:
on rappelle qu'il y a discontinuité de E à la traversée de la surface chargée.

> Exint:=(x,y)->-diff(Vinterieur(x,y),x);Eyint:=(x,y)->-diff(Vinterieur(x,y),y);uint:=(x,y)->Exint(x,y)/
(Exint(x,y)^2+Eyint(x,y)^2)^(1/2);vint:=(x,y)->Eyint(x,y)/(Exint(x,y)^2+Eyint(x,y)^2)^(1/2);

 := Exint  →  ( ),x y − ( )diff ,( )Vinterieur ,x y x

 := Eyint  →  ( ),x y − ( )diff ,( )Vinterieur ,x y y

 := uint  →  ( ),x y ( )Exint ,x y
 +  ( )Exint ,x y 2 ( )Eyint ,x y 2

 := vint  →  ( ),x y ( )Eyint ,x y
 +  ( )Exint ,x y 2 ( )Eyint ,x y 2

> Exext:=(x,y)->-diff(Vexterieur(x,y),x);Eyext:=(x,y)->-diff(Vexterieur(x,y),y);uext:=(x,y)->Exext(x,y)/
(Exext(x,y)^2+Eyext(x,y)^2)^(1/2);vext:=(x,y)->Eyext(x,y)/(Exext(x,y)^2+Eyext(x,y)^2)^(1/2);

 := Exext  →  ( ),x y − ( )diff ,( )Vexterieur ,x y x

 := Eyext  →  ( ),x y − ( )diff ,( )Vexterieur ,x y y

 := uext  →  ( ),x y ( )Exext ,x y
 +  ( )Exext ,x y 2 ( )Eyext ,x y 2

 := vext  →  ( ),x y ( )Eyext ,x y
 +  ( )Exext ,x y 2 ( )Eyext ,x y 2

> u:=(x,y)->piecewise( (x^2+y^2)>R^2,uext(x,y),uint(x,y));v:=(x,y)-
>piecewise( (x^2+y^2)>R^2,vext(x,y),vint(x,y));

 := u  →  ( ),x y ( )piecewise , , <  R2  +  x2 y2 ( )uext ,x y ( )uint ,x y
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 := v  →  ( ),x y ( )piecewise , , <  R2  +  x2 y2 ( )vext ,x y ( )vint ,x y

> B:=fieldplot3d([u(x,y),v(x,y),0],FENETRE_CHAMP,GRILLE_CHAMP, 
arrows=SLIM,axes=BOXED,color=BLACK,orientation=[-90,0],scaling=CONSTRAINED):display([B,C]);

> display([A,B,C]);
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Sphère conductrice placée dans un champ uniforme

On place une sphère neutre dans un champ uniforme. 
Cette sphère va se charger en cos(theta). 
A l'équilibre électrostatique, le champ est nul à l'intérieur de la sphère 
et pour l'extérieur cette sphère se comporte comme un dipôle.
La solution est obtenue ici en faisant le somme de l'exemple 1 (champ uniforme ) 
et de l'exemple précédent (sphère chargée en cos theta )

> restart;with(plots):
Warning, the name changecoords has been redefined

> L:=1;FENETRE_POTENTIEL:=(x=-L/2..L/2,y=-L/2..L/2);FENETRE_CHAMP:=(x=-L/2..L/2,y=-
L/2..L/2,z=Vmax..Vmax+0.01);Np:=100; 
Nc:=20;GRILLE_POTENTIEL:=(grid=[Np,Np]);GRILLE_CHAMP:=(grid=[Nc,Nc,2]);NBRE_EQUIP:=(contour
s=11);Vmax:=0.5;beta:=0.008;R:=0.2;

 := L 1

 := FENETRE_POTENTIEL , =  x  .. -1
2

1
2  =  y  .. -1

2
1
2

 := FENETRE_CHAMP , , =  x  .. -1
2

1
2  =  y  .. -1

2
1
2  =  z  .. Vmax  +  Vmax .01

 := Np 100

 := Nc 20

 := GRILLE_POTENTIEL  =  grid [ ],100 100

 := GRILLE_CHAMP  =  grid [ ], ,20 20 2

 := NBRE_EQUIP  =  contours 11

 := Vmax .5

 := β .008

 := R .2

La sphère:

> 
C:=implicitplot3d(x^2+y^2=R^2,FENETRE_CHAMP,GRILLE_CHAMP,axes=BOXED,color=BLACK,orientatio
n=[-90,0],scaling=CONSTRAINED,thickness=3):

Le potentiel:

> V:=(x,y)->piecewise( (x^2+y^2)>R^2,Vexterieur(x,y),Vinterieur(x,y));
 := V  →  ( ),x y ( )piecewise , , <  R2  +  x2 y2 ( )Vexterieur ,x y ( )Vinterieur ,x y

> Vinterieur:=(x,y)-> 0;
> Vexterieur:=(x,y)->beta*  x/  ( x^2+y^2)^(3/2)-x;
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 := Vinterieur 0

 := Vexterieur  →  ( ),x y  −  
β x

( ) +  x2 y2 ( )/3 2 x

> A:=plot3d(V(x,y),FENETRE_POTENTIEL,GRILLE_POTENTIEL,axes=BOXED,orientation=[-
90,0],style=PATCHCONTOUR,NBRE_EQUIP,shading=ZHUE,scaling=CONSTRAINED):display([A,C]);

Le champ:

> uint:=(x,y)->0;vint:=(x,y)->0;
 := uint 0

 := vint 0

> Exext:=(x,y)->-diff(Vexterieur(x,y),x);Eyext:=(x,y)->-diff(Vexterieur(x,y),y);uext:=(x,y)->Exext(x,y)/
(Exext(x,y)^2+Eyext(x,y)^2)^(1/2);vext:=(x,y)->Eyext(x,y)/(Exext(x,y)^2+Eyext(x,y)^2)^(1/2);

 := Exext  →  ( ),x y − ( )diff ,( )Vexterieur ,x y x

 := Eyext  →  ( ),x y − ( )diff ,( )Vexterieur ,x y y

 := uext  →  ( ),x y ( )Exext ,x y
 +  ( )Exext ,x y 2 ( )Eyext ,x y 2

 := vext  →  ( ),x y ( )Eyext ,x y
 +  ( )Exext ,x y 2 ( )Eyext ,x y 2

> u:=(x,y)->piecewise( (x^2+y^2)>R^2,uext(x,y),uint(x,y));v:=(x,y)-
>piecewise( (x^2+y^2)>R^2,vext(x,y),vint(x,y));

 := u  →  ( ),x y ( )piecewise , , <  R2  +  x2 y2 ( )uext ,x y ( )uint ,x y

 := v  →  ( ),x y ( )piecewise , , <  R2  +  x2 y2 ( )vext ,x y ( )vint ,x y

> B:=fieldplot3d([u(x,y),v(x,y),0],FENETRE_CHAMP,GRILLE_CHAMP, 
arrows=SLIM,axes=BOXED,color=BLACK,orientation=[-90,0],scaling=CONSTRAINED):display([B,C]);
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> display([A,B,C]);
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